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Vorwort

Die Zykloiden sind beriihmte und sehr oft verwendete Beispiele fir Kurven. Vor allem ist die Art ihrer
Entstehung geradezu spektakular, es sind namlich sogenannte Rollkurven.
Man kann sehr viele Aufgaben an ihr Uben, wenn auch die Integrationsrechnungen schwierig sind.

Die Theorie fur die Berechnungsformeln steht im Text 54011 Differentialgeometrie.

Literatur: Wikipedia (https.//de.wikipedia.org/wiki/Zykloide):
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54101 Zykloiden 3

1 Vorschau

Zykloiden sind Rollkurven, die beim Abrollen eines Kreises auf einer Geraden dadurch entstehen,
dass man die Bahn eines mitgedrehten Punktes als Kurve festhalt. Liegt der Kurvenpunkt auf dem
Kreisrand, dann entsteht die gewoéhnliche Zykloide, liegt der Punkt weiter innen im Kreis, entsteht die
verkurzte Zykloide, liegt er gar auf3erhalb der Kreisflache, entsteht eine Schleifenzykloide (verlangerte

Zykloide). Die verkiirzten oder verlangerten Zykloiden nennt man auch Trochoiden.

Parametergleichung der Zykloide: x(t) =r-(t=sin(t)) y(t) =r(1-cos(t))

Parametergleichung der Trochoide:  x(t)=r-t—a-sin(t) y(t)=r—a-cos(t)

Dabei ist a der Abstand des Kreispunktes vom Mittelpunkt der Kreisscheibe.
Ist a <, liegt eine verklrzte Zykloide vor, fUr a > r entsteht eine Schleifenzykloide.

t ist der Abrollwinkel der Kreisscheibe im Bogenmal3.

¥ Verldngerte Zykloide

y Gewdhnliche Zykloide Y Verkiirzte Zykloide
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Epizykloiden und Hypozykloiden

Rollt der Kreis anstatt auf einer Gerade auf einem anderen Kreis ab, entsteht eine Epizykloide,
rollt sie im Innern des Kreises ab, spricht man von einer Hypozykloide oder auch Asteroide (mehr
dazu siehe Text 54115).

o _ < x(t) =r(1+q)-cos(t)-r-cos((1+q)t)
Parameterdarstellung fir eine Epizykloide: {y(t) _ r(1 " q) . sin(t) —r: sin((1 + q)t) }

o . x(t)=r(q—1)-cos(t)—r-cos((q—1)t)
Parameterdarstellung fir eine Hypozykloide: {y(t) _ r(q ~ 1) . sin(t) o sin((q _ 1)t) }

Der Basiskreis hat den Radius R, der abrollende Kreis hat den Radius r, ihr Quotient ist g =& .

Y R=4,r=1,alsoq =4

Epizykloide

yx

R=4,r=a=1,q =4

Hypozykloide = Asteroide
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Zykloiden und Trochoiden
2 Gewohnliche Zykloiden

Eine Zykloide ist eine Kurve, die so dargestellt werden kann:

x(t)=r-(t-sin(t)) bzw. in Vektorform: 2(£) r-(1-sin(t))
y(t)=r(1-cos(t)) t) ( r(1-cos(t) ]

Eine gewdhnliche Zykloide entsteht, wenn ein Kreis auf einer Geraden abrollt. Anschaulich
gesprochen bewegt sich ein Punkt auf einem Reifen eines fahrenden Rades auf einer gewoéhnlichen
Zykloide. Beispiel: x(t)=2(t-sin(t)) und y(t)=2-(1-cos(t)). Die 5 Kreise zeigen die Bahn des
anfanglich im Ursprung befindlichen Kurvenpunktes, der beim Abrollen des Kreises nach rechts die

Bahn einer Zykloide beschreibt. Der Mittelpunkt des Rollkreises bewegt auf y = 2.

1Y Gewdhnliche Zykloide

Oder in anderem Malstab:

NN

Herleitung der oben angegebenen Gleichungen:

gewohnliche Zykloide

—

Gesucht sind die Koordinaten von P in Abhangigkeit vom Radius r und dem Rollwinkel ¢
(der oben t heildt). 7y

1. Der Bogen AP hat die Lédnge b=r-¢o. [ | 7 T~__--""7]
Die Strecke OA ist gleich lang. -~
Ferner gilt AC=PD =r-sin(o). ra
Dabher gilt (auf der x-Achse): g™

x=r-¢-r-sin(¢)=r-(e-sin(¢)) /

2. Esist DM=r-cos(¢). Daher folgt: !
y=m=m—m=r—r~cos((p)=r(1—cos(go)) 0] roe A

x
(s}
yx
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3 Verkurzte Zykloiden

Eine verklirzte Zykloide entsteht, wenn die Bahn eines Punktes aus dem Inneren der

,Kreisscheibe” betrachtet wird, anschaulich etwa der Seitenstrahler beim Fahrrad.

Allgemeine Parametergleichung: x(t)=r-(t-a-sin(t))

y(t)=r(1-a-cos(t))

Fir a < 1 entsteht eine verkiirzte Zykloide, z. B.: x(t)=2-(t-0,5-sin(t)), y(t)=2-(1-0,5-cos(t))

y
5 Verkiirzte Zykloide
3" L o = T~ -
- d ~~\‘s P
d s -~

vk .
> N AN
2 3 4 5 6 7 8‘

X
1 0 1 9 10 11 12 13 14 15
| | A N S R A
Oder in anderem Mal3stab: } verkiirzte Zykloide
k\/ "_'““'\/6 j\\\/ -
Herleitung der oben angegebenen Gleichungen: y

Gesucht sind die Koordinaten von P in Abhangigkeit vom
Radius r und dem Rollwinkel ¢ (der oben t heilt).
d ist der Abstand des Punktes P vom Mittelpunkt, also der

innere Radius. d ist ein Bruchteil von r, sagen wir d=a-r

1. Der Bogen AQ hat die Lange b=r-¢. OA =AQ
Ferner gilt AC=PD=d-sin(¢p)=a-r-sin(¢).

Daher gilt (auf der x-Achse): x =r-¢—PD =r-¢-a-r-sin(o)
x(¢)=r-(p—a-sin(¢))
2. Esist DM=d-cos(g)=a-r-cos(¢). Daherfolgt: y = AD = AM-DM=r-a-r-cos(o)
y(e)=r(1-a-cos(¢p))
Hinweise: In der groften Abbildungwara =0,5, alsod=0,5r.
Fir eine solche Abbildung gibt man z. B. M(5|2) vor, berechnet ausx, =b=r-¢
¢=t="M=5-25 und erhalt dann x(2,5)=2-(2,5-0,5-sin(2,5)) ~ 4,4 und
y(2,5)=2-(1-0,5-cos(2,5)) ~ 2,8 (dunkelblauer Kreis oben).

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4 Verlangerte Zykloide (Schleifenzykloide)

Eine Schleifenzykloide (verlangerte Zykloide) ist die Bahn eines Punktes, <
der auBerhalb des abrollenden Kreises liegt und sich mit dem Kreis mitbewegt.
Man kann sich das am Rad einer Lokomotive vorstellen:
Dieses liegt auf der Schiene auf, aber daneben steht ein Teil des Rades uber,
quasi an der Schiene vorbei, um dem Fahrzeug Halt zu verschaffen.
Gleichungen: x(t)=r-(t-a-sin(t)) oder x(t)=r-t—d-sin(t) Achse
y(t)=r(1-a-cos(t)) y(t)=r—d-cos(t)
Fird>r, d. h. a> 1 entsteht eine Schleifenzykloide:
z.B. x(t)=2-(t-15-sin(t)), y(t)=2-(1-15-cos(t))
Aufgabe: Erstelle mit einem geeigneten Rechner eine Wertetafel
fur x(t), y(t) und x(t) und zeichne die Zykloide samt einigen Kreisen.
Schiene
Losung:
- o _ _ 213 sinlt)|  Fertig |[p[3) 5.57664
Ich definiere mit meinem CAS-Rechner Tl Nspire Define plt|= 2-3- coslt) 4.96998
eine Vektorfunktion (also eigentlich 3 Funktionen o 6.
, plo) 0| |lpla) 10.2704
auf einmal): -1 3.96093
Die erste Koordinate ist x(t), die zweite y(t). 0 .
o _ o pl1) -0.524413 [p(5) 12.8768
Mit diesen beiden kann ich die Kurvenpunkte 0.379093 1.14901
P(t) firt=0, 1, ..., 6 zeichnen. 2 10.
_ . o _ pl2) 1.27211] ||ple) 12.8382
Die 3. Koordinate ergibt die x-Koordinate 3.24844 -0.880511
4. 12.

des nach rechts rollenden Kreises: M(2t]2).

Mit MatheGrafix erstelle ich aus diesen Werten diese Abbildung:r=2,d=3,a=1,5.

Sie zeigt den auRerhalb des Kreises liegenden Punkt P(0) = (0| -1) und seine Weiterentwicklung

P(t)=(x(t)| y(t)) zusammen mit den Radien d, = M(t)P(t), die stets die Lange 3 LE haben.

5 6 7

Verlangerte Zykloide

Friedrich Buckel
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54101 Zykloiden 7

Hier zeige ich dieselbe verlangerte Zykloide in einem Malstab, der 5 Periodenintervalle zeigt.

Die Vektorgleichung dazu lautet:

=212 sn0)

2(1-1,5-cos(t)

M2 8 4 of 4 8 1Y 16 20 240 28 32 3Y 4 44 48 Vs

Andere Kurven:

a=4,r=2,d=8:

CRE b

Oder diese Kurve:

x(1)= [1 ((: 2223((3)@

Die Form einer gewdhnlichen Zykloide gleicht einer Aneinanderreihung weiterer Bogen, die
verlangerte Zykloide weist an den Spitzen zwischen den Bdgen noch Schleifen auf, wahrend bei
den verkiirzten Zykloiden die Spitzen abgerundet sind. Die verkiirzten und die Schleifenzykloiden
(verlangerte Zykloiden) heifen auch Trochoiden (griechisch Tpoxég trochos »Rad«).

gewohnliche Zykloide

N NN

verkiirzte Zykloide

N

verlangerte Zykloide

i (O ¢

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54101 Zykloiden 8
5. Tangenten an Zykloiden
Beispielkurve: %(t) = 272500 10; 20] A
P ' “2-2-cos(t) )’ Sl er
: ) 2 [2-2-cos(t) 5o [ 2-sin(t)
Ableitungen: x(t)_[ 2.sin(t) J und X(t)_[zcos(t)
_ y(t) 2-sin(t) sin(t)
T tenst Ly (X) =t = =
Cngen ensteigungen: y'(x) x(t) 2-2-cos(t) 1-cos(t) j
Kurvenpunkte und Tangenten:
. ) ~/m_[2:0-2-sin(0)) (0
Firt=0  erhalt man x(O)—[ 2-2.cos(0) j—(oj < A(0]0)
Die Tangentensteigung in A: y'(O) = y(O) = sm(O) =L="9" liefert einen
x(0) 1-cos(0) 1-1 0
unbestimmten Ausdruck, denn Zahler und Nenner werden 0.
Mit dem Satz von de L’Hospital (Zahler und Nenner getrennt ableiten) lasst sich dieser
, sin(t) _cos(t) . 1 ,
Wert bestimmen: m =lim— = =oo":
01-cos(t) 0sin(t) otan(t)
Die Zykloide hat also im Punkt A eine senkrechte Tangente, die y-Achse.
B} 2-tn-2-sin(in)| (1n-2-142) (016
_1 . 1 _ 4 4 _ |2 2 — )
t=1n Kurvenpunkt: X(l“)—[ 2_2.003(%75) ]—{2_2.%\5} (0,58) < B(0,16]0,58)
. , , y(3m)  2-sin(in) J2
T tenst B: 0,16) = = = = =1+vJ2 =241
angentensteigung in y'(0,16) x(im) 2-2-cos(in) 2.2 ++2
Der Bruch wurde mit 2+~/2 erweitert.
Tangente in B: y-0,58=241.(x-0,16) < |y~241x+0,19]
- 2-in-2-sin(4n)) (n-2
A . 1) 2 2 _ _ ~
t=1n: Kurvenpunkt: X(Zn)—( 2-2.-cos(4x) j_( 5 j e C(n-2]2)=(114]2)
o(1 2.sin(1
Tangentensteigung in C: y'(n-2)= ‘,’(2“) = sin(37) _2_4
x(4m) 2-2-cos(im) 2
Tangente in C: y-2=1x-114) < |y~x+0,86
, 2-2n-2-sin(2n)) (2n-2.142) (3,30
=2 K kt: 3y =| "4 “ =2 2NE [ D 41
t=3n urvenpunkt X(3n) [2—2@03(%) j (2+2.%\/§J (3_41j < D(3,30]341)
y(in)_ 2sn(Gm) 2302 _ |2
i i D "(3,30) =- = = = ~ 0,41
Tangentensteigung in D: Y( ) X(%n) 2_2'008(%71) 2+2.%\/§ 222
Tangente in D: y-3,41=0,41(x-33) < |y~0,41x+206|
] ) N 2-m—2-sin(x) _(2n -
t=m: Kurvenpunkt: X(n)—[ 2-2-cos(r) ]—(4) < E(2rn]4)~(6,28]4)
. 2.5
Tangentensteigung in E: y'(2n) = ZE:; = 2_28'25;[()%) = % =0

Tangente in E: y=4

Friedrich Buckel
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Schaubild dieser Zykloide mit den berechneten Tangenten:

y th
-
—

m

te
—4 ‘/—:‘ e
t/ o ~_
// D N

2 oC \\ ;¢
\ / \ /A
\ \ ’
427 N 4
i -
\[$B \Y;
i/ \
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 x

Gunstiger ist es vielleicht, auf der x-Achse die Einheit Z zu verwenden:

|
ED/é te
A
/“i ) —=‘~ L
~
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3 C,//ﬁ/l BN .27

p
. 2 C N /
S N /
\\ 74 \ /
{- / X ,l"
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X

0 n/3  2n/3 T 4n/3 5wn/3 2n  Tw/3 8n/3 3w  10m/3 11w/3 4-71: 13n/3 14n/3
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6. Krummungskreis an eine Zykloide
y-x-X-y

(),(2 " yz )3/2

-{(rmtd) = s~ » ro-()

r-cos(t)-(r—r-cos(t))-r- sin(t) r sin(t)

Fir die Krimmungsformel « = bendtigt man:

Damit folgt: K=
° (r2(1—cos(t (r-sin( )
o r2-cos(t)-r? -cos? (t) —r? - sin?(t) _ r2~cos(t)—rz(cosz(t)+sin2(t))
(r2-(1—2-cos(t)+cosz(t))+r -sin (t))SI2 r2(1—2005 (cos ) +sin’ t)))S/2
o r-cos(t)-r* r? (cos(t) - 1) - r? (1-cos(t))
r2(1—2003(t)+1)3/2 (rZ(Z—ZCos(t)))BI2 (2r* (1-cos( )))

1 ) 1
«/§3r(1 —cos(t))w2 S22 f1- cos(t)

Der Kriimmungskreisradius p ist davon der Betrag des Kehrwerts: (p ist der griech. Buchstabe Rho)

p=2v2-r- [1-cos(t)

In der Bogenmitte, also fir t =7 fihrt dies zu:
p=2v2-r- [1-cos(n) =22 r-VI+1=2J2.r-J2 =4r

Die folgende Abbildung zeigt diesen Krimmungskreis (rot), der die Zykloide im Hochpunkt H(2n | 4)

von aufden berlihrt. Wegen r = 2 ist der Radius des Kriimmungskreises p =8 (LE).

A

Y H

KK

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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7. Bogenlange einer Zykloide

Die Abbildung gehort zu

x(t){z“z‘sm(t)l fir te[0;2x]

N W s <

2-2-cos(t)

B
@w 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 t=nx

Allgemeine Berechnung der Bogenlange einer Zykloide, nachdem sich
der erzeugende Kreis um den Winkel o gedreht hat.

o Saty) = 2o )

s(0,a)= T‘/XZ +y?dt= ]X.\/r2 (1 —cos(t))2 +r®-sin®(t) dt

0

o

I\/1 2-cos(t +cosZ(t)+sin2(t)dt=Ir./2—2-cos(t)dt=r-:.f 2(1-cos(t))dt

[N
0 =1 0

Zur Vereinfachung benétigt man eine trigonometrische Formel:

Fir den doppelten Winkel gilt: cos(2a)=1-2-sin’ o (™)
Ersetzt man o durch % , dann lautet sie cos(a) =1 —2-sin’ (%)
Durch Umstellen folgt: 1-cos(a)=2-sin’ (%)

Die Anwendung dieser Formel ergibt:

a

o CA - i
s(0,a)=r- !Mdt:Zr!sin(%)dt:Zr- %(2) :—4r-[005(%)]z

0

=—4r. [cos (%) - COS(O)] =—4r- [COS(%> - 1] =ar [1 - COS(%)}

Hier ist eine weitere Umstellung moglich. Ersetzt man in (*) o durch %, dann entsteht

die Formel: cos(%) =1-2-sin’ (%) & 1-cos (%) =2.sin’ (%)

Damit kann man die Formel fur die Bogenlange auch so darstellen:

s(0,0) = 8r - sin® (%)

Wir wenden diese Formel an und berechnen die Lange des oben dargestellten Bogens.

Fir den ganzen Bogen benétigt man o = 2r:

s(0,2n) = 8rsin’ (%) =8r

Und speziell fir r = 2 ergibt das die Bogenlange 16.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54101

Zykloiden 12

8. Aufgaben zur Schleifen-Zykloide

Grundlagen: X(t) = [ ro(t-a sin(t))J bzw.  %(t)= (r -t—d-sin(t)}

r~(1—a'cos(t)) r—d-cos(t)

Fird >r, d. h. a > 1 erhalt man eine Schleifenzykloide, wobei d=a-r ist.

2t-8-sin(t)

Gegeben sei X(t)= (2 ~8-cos(t)

] far te[—n;3n]

a) Berechne einige Punkte und skizziere die Kurve.
b) Bestimme die Koordinaten des Doppelpunktes D auf der y-Achse.
c) Welche Gleichungen haben die Tangenten in D?

d) Unter welchem Winkel schneiden sich die Tangenten in D?

e) Berechne die Nullstellen im Bereich [-n; 3 .

f) Bestimme flr das Intervall [—n;Bn] Hochpunkte, Tiefpunkte, Rechtspunkte, Linkspunkte.

g) Berechne die Bogenlange einer Schlinge.
h) Berechne den Flacheninhalt einer Schlinge.

i) Rotiert die den Ursprung beinhaltende Schleife um die y-Achse, dann entsteht ein
ty
tropfenformiger Kérper. Berechne dessen Volumen mit V = njy(t) : (x(t))2 dt
t

Zeige fur die allgemeine Schleifenzykloide:

Alle Links- und Rechtspunkte liegen auf der x-Achse.

Zeige fur die allgemeine Schleifenzykloide:

a) Ein Doppelpunkt liegt auf der y-Achse, wenn -t <t < rt ist.

b) Fur welche Werte von d liegen bei gegebenem r die Doppelpunkte auf Hohe des
Mittelpunktes des abrollenden Kreises?

c) Far welches d beruhren sich die Schlingen, wenn r gegeben ist?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Epizykloiden
9 Einfiihrung zur Epizykloide

Jetzt lassen wir einen (kleinen) Kreis nicht auf einer Geraden, sondern auBen auf einem (grof3en)
Kreis abrollen und erhalten eine Kurve namens Epizykloide.

Die folgende Abbildung zeigt den ,Basiskreis“ mit R = 4 cm, den bewegten Kreis mit r = 1 cm, so dass

gilt: q:$:4 ty

Epizykloide

A Ko

R=4,r=a=1,q=4

Abb. 33

Die Parametergleichung fir die Epizykloide lautet in Vektorschreibweise

T r‘(1+q)‘[cos(t)J_r[cos((1+q)t)J

sin(t) sin((1+q)t)

5. cos(t)—cos(5t)

d. h. hier: X( )=(5~sin(t)—sin(5t)j fir te[0;2n]

Die Herleitung steht auf der nachsten Seite:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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10 Herleitung der Parametergleichungen fur eine Epizykloide.

J
P(x|y) ist der wandernde Punkt, dessen Koordinaten Y

gesucht sind. P hat sich beim Abrollen des kleinen

Kreises um den Winkel t nach P bewegt.

Der Abstand MP sei a. Ist a =, dann liegt eine

(normale) Epizykloide vor. Durch das Abrollen sind

diese Bbgen sind gleich lang: b, = K(TA auf dem zentralen

Kreis und b, = AZ auf dem abrollenden Kreis: RTA =AZ.

WISSEN: Fur die Bogenlange gilt (¢ im Bogenmal) die

b o 2mr
Formel: ==X = b="—"—¢ = |b=r-
U2 o

T

Mit ,KOT’-\zR-t und AZ=r-5 folgtdaraus

R-t=r-8 = S:E-t
r

Berechnung von x: x:ﬁ:&+ﬁ=&+@:(R+r)-cos(t)+a~sin(oc) *)

mit sin(oc):E = ﬁza-sin(a) und O_C=(R+r)-cos(t).
a

Berechnung von «.:

Im Dreieck OCM ist der Winkel bei M: = <«OMC :g—t (Winkelsumme =)

Daher folgt: o :S—B:Et—[ﬁ—tj:(EH]t—E:— E—(Eﬂjt
r 2 r 2 2 \r

1 2
Nebenrechnung:  sin(a) = sin{—[g - [$+ 1)tﬂ (:)— sin(%—(? 4+ 1JtJ(=) cos[($+ 1jtj ,
wobei verwendet wurde (1) sin(—-x)=-sin(x) und (2) sin(g—xj:cos(x).

Aus (*) folgt damit: x=(R+r)-cos(t)+a- cos(($ + 1]tj

Berechnung von y: y=PD=MC-MB mit m:(RH)-sin(t) und W:a-cos(a)

Nebenrechnung:  cos(a)= cos{—[g - ($ " 1}]}@ COS[g = (? + 1}[]@5"{(; + 1jt]

wobei verwendet wurde (3) cos(-x)=cos(x) und (2) cos[g—xj:sin(x).

Also gilt: y :(R+r)~sin(t)—a-sin[(EHjt]

r

Oft verwendet man q = E dann folgt:
r

5B - (R+r)-[cos(t)]+a( coS((q+1)t)J

sin(t) —sin((q+1)}t)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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11. Weitere Epizykloiden

In Abb. 34 umlauft der kleine Kreis mit r = 1 einen groRen mit R = 3, also ist q = 3.

Die Gleichung lautet: by Abb. 34
5..
%(t) = 4 - cos(t) - cos(4t) fir te[0;2q] Py
| 4-sin(t)-sin(4t) ST er 4T
Man erkennt, dass der kleine Kreis dreimal abrolit. P, X
T R+r
Der Grund: R\ 14
Sein Umfang ist U, = 2rr = 2x (LE) §F B
1 2 4
Umfang des grofen Kreises: U, =2nR =6n=3-U,.
Daher betragt der Winkel «P,OP, =1-360° =120°.
P, hat die Koordinaten P, (2,5 | g\/ﬁ) ~(2,5]4,33)
Und es folgt P, (—1,5 | gﬁ) ~(-15]2,6)
Epizykloide S R=3, r=a=1,q =3
Ausfuhrliche Berechnung:

4-cos({n)—cos(4)

(R Pl S ) SR Y

% (27) - 4-cos(2m)-cos(&n) _(3-cos(2n)) 3:(-3) ~(_1,5j
i) = 4-sin(2n)-sin(¢n) ) (3-sin(37)) |3.443) (26
Zusatzaufgabe:  Berechne den Hochpunkt, der unmittelbar links von P liegt.

Dort muss die y-Koordinate ein Maximum haben.
Aus y(t)=4-sin(t)—sin(4t) folgt y(t)=4-cos(t)—4-cos(4t).
Bedingung: y(t)=0 < cos(t)-cos(4t)=0 bzw. cos(t)=cos(4t)

Ich Gbergebe diese Gleichung meinen CAS-Rechner CASIO ClassPad und erhalte eine lange Liste
von Lésungen:

solve (cos(t)=cos(4t),t)
{t=6. 28-constn(1), t=6. 28-constn(2)-1. 26, t=6. 28-constn(3)+1. 26, t=6. 28-constn(4)+2. 51, t=6. 28-constn (5)+3. 77, t=6. 28-constn(6)-2. 09, t=6. ZS'E

Die erste Losung ist t, =k, -2n In P, gibt es eine waagrechte Tangente ...

Dann t, =k, -2n+126 Furk;=0also t;=1,26 = 0, =£~180° ~72°
T

Dann t; =k;-2n+251 Firks=0also t;3=2,51 = @, ~144° usw.

Der Winkel 72° filhrt uns zum gesuchten Hochpunkt:

4 -cos(1,26) - cos(4 1,26)]

x(126) = [ 4-sin(1,26)—sin(4-1,26)

0,91
~ (4’76) & H,(0,91]4,76)

Entsprechend findet man die anderen Punkte mit waagrechter Tangente.

Uber die Bedingung x(t)=0 < —4-sin(t)+4-sin(4t)=0 findet man die Punkte mit senkrechter
Tangente, also die ,Rechts- bzw. Linkspunkte®, falls der Rechner da noch mithalten kann....

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Eine Besonderheit soll noch erwahnt werden:

Im Text 54112 wird die Kardioide besprochen.

Rechts eine Abbildung dazu. Man erkennt, dass hier auch
eine Epizykloide vorliegt. Und zwar gilt speziell fir Kardioiden:
R=r,alsoisq=1.

Der wandernde Punkt liegt also auf dem Kreisrand, also
ista=r und hier = 1.

o cos(t) cos((1+q)t) .
Aus OP = r'(1+q)'[sin(t)J_r[sin((Hq)t)j folgt damit

%(t) - 2-cos(t)-cos(2t)
| 2-sin(t)-sin(2t)
Jetzt hat die Kurve allerdings eine andere Lage als
im angegebenen Text. Es ist klar, dass man alle diese
Kurven in verschiedenen Lagen und dann durch andere

Gleichungen angeben kann.

Naturlich gibt es auch hier verkiirzte und verlangerte Epizykloiden.

Dazuistdann a#r: OP=r-(1+ Q)[Z?:((:))j_a(c;?;((((;:(?)):))

‘‘‘‘‘

o,
\\\~~~ _—// \\,_ ——/,/
~
w
~ ~

FirR=4,r=1 alsogq=4und a=0,5r erhdlt man diese verkirzte Epizykloide:

-5 ) oo

FirR=6,r=1,alsoq=6und a = 3r erhalt man diese verlangerte Epizykloide:

- 7-cos(t)—3cos(7t
! :( 7~singt%—33in((7t))J (Abb. 38)

Abb. 35

Abb. 36

A Aol

Friedrich Buckel
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Hypozykloiden

Lasst man einen Kreis im Innern des Basiskreises abrollen, dann erhalt man eine Kurve namens

Hypozykloide. Diese Kurven heilen auch Asteroiden.

Fir sie gibt es einen eigenen Text (54115).

Beispiel:

\ I
Y R=4,r=1,alsoq=4

TR T
N

N\

—

\
2/>
/

= /
HprzykI?ide = Aste‘roide‘

ppr— :':I ——

1,
/A

N

1

[y

o

L3

¥ X

=
— o |
24
7N
1

T —n
=P

/
N\

Diese Hypozykloide (Asteroide) kann man durch diese Gleichungen erzeugen:

%(t) = (3 -cos(t) + cos(3t)

3-sin(t)-sin(3t) J fir te[0; 2r]

Die allgemeine Form fiir die Hypozykloide ist

X(t)=r(a-1)- (:: ((tt)) J * '{f iisn(((<2_-11)>tt))]

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Losung (1)
Gegeben ist die Schleifenzykloide durch

i(t):[zt_s'sm(t)} fiir te[-n;3m] mit i(t):(z_s'cos(t)J

2-8-cos(t) 8

a) [Berechnung einiger Punkte mit CASIO ClassPad: ]

Ich habe die Werte & Edit Typ nan ¢

-sin(t)

€& Edit Graflk &

[[\][ v II n Irrm Iga’glmm‘_gH

Rekursiv| Explizit

als Zahlenfolge
berechnen lassen
und fur t

;
n- 7T
eingegeben.

Die Abb. hat
MatheGrafix erstellt.

! \lij | UB |
2
-4

0

2n

ot o ok ot ot
MW~ OOo-1O O Wk

—
~N

Reell

b) Koordinaten des Doppelpunktes D auf der y-Achse:

J

Man erkennt, dass der Doppelpunkt ndherungsweise zu
t,, ~ 2,47 gehort: D(0|8,26)

x=0 = 2t-8-sin(t)=0 < sin(t)=+t CAS:

a1
4

C) {Welche Gleichungen haben die Tangenten in D? ]

Aus X(+2,47)=2-8-cos(+2,47) ~ 8,26
und y(+2,47)=8-sin(+2,47) ~ +5
o y 45
die St : =0)=L=——~+0,605
ie Steigungen m;(x=0) X~ 8.26

Tangente T4:

Tangente Ta:

u=

e
- (8,(;6j " (8-’_@

d) {Unter welchem Winkel schneiden sich die Tangenten in D? ]

Vektorielle Lésung: Richtungsvektor:

Tangenten:

Define f(t)=[2t—8%sin(t)

Solve (sin(t)=t/4,t)

f(0)

f(2.47)

f(-2.47)

2-8%cos(t) 1
done

{t=—2. 47,t=0. 00, t=2. 47}

[0.00 -6.00]

[-0.04 8.26]

[0.04 8.26]

y-826=0,605-(x-0) < y=0,605-x+826

y-8,26=-0,605-(x-0) < y=-0,605-x+8,26

tany, = m =M, _ 0’605+0’6205 Y, = arctan[—o’605 +0’6205j ~62,3°, v, =180° -y, 117,7°
1+m,-m,  1-0,605 1-0,605
[8, 26) [8, 26)
5 ) -5 2_ 2_
Vektoriell:  cosy = = 8’262 % y, =arccos M ~62,4° ...
V8,262 +25./8,26% +25 826 +25 8,26 + 25
Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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e) [Berechne die Nullstellen im Bereich [—x; 3n]: ’

Bedingung: y(t)=0 < 2-8.cos(t)=0 < cos(t)=17 = t,=%132+z-n
Davon sind im Bereich [-x; 3x]: \ Define x(t)=2xt—8%sin (t) o
x-Koordinaten: ~ x(t) =2t-8-sin(t) (152 511
Berechnung mit CAS: x(1.32)
-5.11
x(1. 32+27)
f) [Bestimme fiir das Intervall [- ; 3n] Hochpunkte, Tiefpunkte,} ) 7.46
x(-1.32+27)
Rechtspunkte und Linkspunkte. 17.68
=2 g antn) ™ 0"ty ) o 50-(2 )
Bedingung fiir Hoch- und Tiefpunkte:
y(t)=0 < 8:sin(t)=0 < sin(t)=0 = te{-n;0;n;2r;3n}
t=-mn: y(-n)=8-cos(-n)=8-(-1)<0 = Hochpunkt: H,(-2x|10), denn
x(-n)=-2n-8-sin(-n) = -2n ~ —6,28 y(-n)=2-8-cos(-n)=2-8-(-1)=10
t=0: y(0)=8-cos(0)=8-(1)>0 = Tiefpunkt:  T,(0]-6), denn
x(0)=2-0-8-sin(0)=0 y(0)=2-8-cos(0)=2-8-1=-6
t=m: y(r)=8-cos(n)=8-(-1)<0 = Hochpunkt: H,(27|10), denn
x(n)=2-n-8-sin(n)=2n~ 6,28 y(n)=2-8-cos(n)=2-8-(-1)=10
t=2n: y(2n)=8-cos(2n)=8-(1)>0 = = Tiefpunkt: T, (4n|-6), denn
x(2n)=2-2n-8-sin(2n) = 4n y(2n)=2-8-cos(2n)=2-8-1=-6
t=3n: y(3n)=8-cos(3n)=8-(-1)<0 = Hochpunkt: H,(67|10), denn
x(3n) =237 -8-sin(3r) = 67 ~ 18,85 y(3m)=2-8-cos(3n)=2-8-(-1)=10

Bedingung fir Rechts- und Linkspunkte:
X(t)=0 < 2-8-cos(t)=0 < cos(t)=1 = t,=+132+2-2n, zeZ

Das sind genau die Nullstellen (x-Koordinaten siehe Tabelle oben).

t=-132: %(-132)=8-sin(-132)~-7,7<0 Rechtspunkt: R,(5,11]0)
t=132:  %(132)=8-sin(132)~7,7>0 Linkspunkt: L,(-5,11]0)
t=-132+2n: X(-132+2n)=8-sin(~132+21)~~7,7<0 Rechtspunkt: R, (17,68 0)
t=132:42n  %(1,32+2n)=8-sin(132+2x)~7,7>0 Linkspunkt: L,(7,46]0)

Hier eine Abbildung mit den eingetragenen ¥

Extrempunkten.

8 —ﬁL‘a 2 0 2 quﬁ L';B 10 12 14 16 R"f 20 x
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g) [ Berechne die Bogenlange einer Schlinge. ]

tp 2,47
Formel: b =I x* +y?dt =
Y

-2,47

NR.: (2-8- cos(t))2

j \/(2 -8 cos(t))2 +(8- sin(t))2 dt

+ (8 : sin(t))2 =4-32.cos(t)+64-cos®(t)+64-sin’ (t) = 68 — 32-cos(t)

2,47
b= [ /68-32-cos(t)dt~37,78

2,47

=64

2.47
2*] VB8—32%cos (1) dt
0

37.78
Die Berechnung mit CASIO ClassPad geschah auf Define x(t)=2%t—8x%sin (t)
zwei Arten: done|
In der 1. Zeile habe ich mein vereinfachtes Integral o e donel
h | .
ausrechnen fassen 2*]2'47‘{((%(:((”))2+(di(y(:)n2dt
Von der 2. bis 4. Zeile wurde die Bogenlangenformel w ¢ t
verwendet. 37.78
h) [Berechne den Flacheninhalt einer Schlinge. ]
247 247
Formel: A= jy x(t) dt —2j (2-8-cos(t))dt =2 [ (4-32-cos(t)+64-cos®(t))dt
0
247 2,47
A=2-[4t-32-sin(t)] " +128- j cos? (t)dt
NR.: J‘cos2 (t)dt :jcos(t)~cos(t)dt wird partiell integriert:
\_TJ/‘_/ \_ﬂ\y_J
u'=cos(t u=sin(t
Formel: Iu'-vdtzu-v—Ju-v'dt mit 1) = ()
v=cos(t) = v'=-sin(t)
Icos t)dt =sin(t)-cos( jsm t) dt = sin(t)- cos(t)+J'(1—cosz(t)) dt
Icos t)dt =sin(t)- cos(t)+t—_.'cos2(t) dt |+jcosz(t) dt als Gleichung!
2 Icos t)dt =sin(t)-cos(t)+t = jcosz(t)dt = 3sin(t)-cos(t)+ 1t
. a7 2.47
A=2.[4t-32-sin(t )]0 +128-[ 1sin(t)- cos(t t] 2] (2-8%cos (t)) 2dt
0
106. 84

A =[72t-64-sin(t) +64sin(t)-cos(t) | ~ 106,84

i) [Volumen des tropfenférmigen Rotationskérpers:]

2,47 2,47

Formel: V-=n. j y(t)-(x(t )) dt = n- IB sin(t)- (2t

(Im Bogenmal rechnen!)

~8-sin(t))’dt ~ 716,66 VE (CAS)

Friedrich Buckel
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Losung (2)

Zeige fur die allgemeine Schleifenzykloide:

Alle Links- und Rechtspunkte liegen auf der x-Achse.

Gegeben ist x(t){rr':‘.’;isn((tt))j mitd > r ?(t):[r_di;()(i;t)j

Notwendige Bedingung fiir Links- und Rechtspunkte: x(t) =
(Die hinreichende Bedingung ist dann noch x(t) #0. \l/

Das heil3t aber zugleich: y(t)=0.

Also liegen die Punkte auf der x-Achse.

Losung (3)

Zeige fur die allgemeine Schleifenzykloide:

a) Ein Doppelpunkt liegt auf der y-Achse, wenn -t <t < m ist.

x=0 < r-t-d-sin(t)=0 < sin(t):%-t *) y T,
/Z

Die Abbildung zeigt die Sinuskurve und die L=Y £ |

lad J

Gerade g: y:%-t.

g schneidet die Sinuskurve rechts von x = 0,

wenn ihre Steigung kleiner als 1 ist, denn die Tangente in O hat die Steigung 1, also fiir

L<1 & or<d.
d

Die Gleichung (*) hat also 2 Lésungen t; und tzim Intervall | —x; [, das ergibt den
Doppelpunkt. Wegen der Punktsymmetrie der ganzen Anordnung gilt t, =-t,.

b) Fir welche Werte von d liegen bei gegebenem r die Doppelpunkte auf Hohe des
Mittelpunktes des abrollenden Kreises?

Wenn der Doppelpunkt mit M(0|r) zusammenfallt,
dannisterstens y=r, d. h. r—d-cos(t)=r
d-cos(t)=0
Eine Losungist t=Jm.

Und zweitensist x=0,d. h.  r-t—d-sin(t)=0

r-tn—d-sin($n)=0
1

Daraus folgt: d=1r-r.

N|=
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c) Fir welches d beruhren sich die Schlingen, wenn r gegeben ist? ]

Erkennen: Die Beruhrpunkte missen Links- bzw.

12

Rechtspunkte sein, und nach Aufgabe (2) d
liegen diese stets auf der x-Achse. 4
) -4 0

k

-8

Bedingung also: y=0 < r-d-cos(t)=0 DL

d. h. cos(t)zé

Diese Gleichung hat zwei Lésungen t1 und t,.

Wenn bei —t1 ein Rechtspunkt liegt, dann ist bei t1 ein Linkspunkt.

Weitere Losungen ergeben sich durch die Periodizitat bei

[
t, =t, +2n (Linkspunkt) usw.
Beriihrung findet also statt fir x(-t,) = x(t, + 2x)
Das heil3t aber T )T o 2
r-(~t,)—d-sin(~t,) = r-(t, + 2x) — d-sin(t, + 2r) \/ X
ol

WISSEN:  sin(t, +2n) =sin(t,) und sin(-t,)=—sin(t,)

Also: —r-t, +d-sin(t,)=r-(t,+2n)—d-sin(t,)
2d-sin(t,) =2r-t, + 2zr

. r-t,+=r r
sin(t,) :1T —a~(t1 +1)
Ersetzt man cos(t) = %
dann erhalt man Sin(t1) = COS(t1)'(t1 + 71:) solve (sin (t)=cos(t)* (t+7r), t) | —a<t<m

{t=1.351816804}
1
Ich ibergebe diese Gleichung meinem CAS-Rechner. |cos(1.3518168)

4.603338759

Um die Anzahl der Lésungen einzuschranken,

gebe ich hinter dem Bedingungsstrich das Intervall -t <t <= ein:

r

~ 4,603 -
cos(t,) r

Aus cos(t) =% folgt dann d=
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